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متغیرها و اثرات سررری  سرایر منراقر قررار      تأثیر تحتهای اقتصادی یک منطقه جغرافیایی مانند رشد اقتصادی آن    مؤلفه

عوامرل عرا    ، وسیله عوامل مرکوور علاوه بر وابستگی فضایی ایجاد شده به. شونددارند و از این قریر به آنها وابسته می

شروند و زز  اسرت   مشترک مانند قیمت نفت نی  موجب ایجاد همبستگی در متغیرهای اقتصادی منراقر جغرافیرایی مری   

ش اثررات  صرورت نقر   زیرا در غیر ایرن ، میان وابستگی ایجاد شده توسط این عوامل و وابستگی فضایی تفاوت قائل شد

تر از آنچه واقعیت دارد نشان داده خواهد شد و مشرلالات دیگرری ماننرد ناسراز اری بررایب و نقر         فضایی پررنگ

ی اقتصادسرنجی فضرایی هماننرد مردل خودر رسریون فضرایی و       هرا  مردل در . آوردوجود میبرخی از فروض متداول به

مقاله برای اولین بار وجود وابستگی فضایی در رشرد   در این. شوندخطای فضایی عوامل عا  مشترک در نظر  رفته نمی

ی خودر رسریون فضرایی و خطرای    هرا  مردل  با اسرتفاده از ترویرب   4933-4931ی ها سالی ایران قی ها استاناقتصادی 

آزمرون و         و اثرات عا  مشرترک همبسرته         نمایی درستفضایی و با استفاده از ترویب روش حداوثر 

نترای  نشران   . قابلیت در نظرت  رفتن نقش برای اثررات عرا  مشرترک را دارد       روش .  یرد قرار می مورد بررسی

معنرادار شردن متغیرهرای پرووسری بره ورار       . شود میدهند در نظرنگرفتن عوامل عا  مشترک منجر به نتای  نادرست  می

دهنرد وابسرتگی   وابسرتگی فضرایی نشران مری      رفته شده برای عوامل عا  مشترک و عد  معناداری متغیرهای مربوط بره 

افیرایی ایرران زاقرل در سرط      هرای رشرد اقتصرادی منراقر جغر    عوامل عا  مشرترک اسرت و داده   تأثیرموجود ناشی از 

 .  دهندوابستگی فضایی را نشان نمی ها استان

 JEL: C3, O4 بندیقبقه

 همگرایی، رشد اقتصادی، اثرات عا  مشترک، خطای فضایی، یخودر رسیون فضای، وابستگی فضایی، اثرات فضاییواژ ان ولیدی: 
 

                                                           
  :51/44/4931تاریخ پکیرش:   52/41/4931تاریخ دریافت 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 q

je
rp

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
28

 ]
 

                             1 / 24

mailto:barakchian@sharif.edu
mailto:madanizadeh@sharif.edu
mailto:ali.%20pourjahanbakhsh@gmail.com
http://qjerp.ir/article-1-2193-en.html


 8921زمستان ، 29 شماره، 92 سال های اقتصادی  ها و سیاست پژوهشنشریه علمی )فصلنامه(          58

 
 

 مقدمه. 1

متغیرها و اثرات  تأثیر تحتهای اقتصادی یک منطقه جغرافیایی همانند رشد اقتصادی آن    مؤلفه

، بره وابسرتگی ایجراد شرده از ایرن قریرر      . مناقر دیگر بره ویر ه همسرایگان آن قررار دارنرد      سرری  

س ایی در توزیر  متغیرهرای اقتصرادی و تشرلایل     د نقش بهتوان میو  شود میه  فت 4   وابستگی فضایی

ای برر روی وابسرتگی   در ادبیات اقتصاد مطالعات  سترده. های اقتصادی در جغرافیا ایفا وند خوشه

 . فضایی متغیرهای مختلفی از جمله رشد اقتصادی انجا  شده است

اثراتی وه در میان تما  مناقر ، امل ذور شدهعلاوه بر وابستگی فضایی ایجاد شده از قریر عو

جغرافیایی مشترک هستند نی  موجب ایجاد همبستگی در متغیرهای اقتصادی واحدهای جغرافیرایی  

تغییرات نرخ بهره و تلانولوژی باعث ایجراد وابسرتگی در   ، ات قیمت نفتتأثیربرای مثال . شوندمی

این . 5( 5444پسران و یاما اتا ، ؛ هالی5442ران پس) شود میمی ان رشد اقتصادی نواحی جغرافیایی 

زز  است میان وابسرتگی ایجراد شرده توسرط ایرن      . شوندنامیده می 9اثرات وه عوامل عا  مشترک

نقرش   ایرن صرورت  عوامل و وابستگی فضایی ناشی از اثرات فضایی تفاوت قائل شد زیررا در غیرر   

 . ه خواهد شداثرات فضایی پررنگ از آنچه واقعیت دارد نشان داد

ی خودر رسریون فضرایی و خطرای فضرایی     هرا  مدل در اقتصادسنجی فضایی به قور معمول از

در مردل  . شرود  مری متغیرهای مختلف مناقر جغرافیایی بر یلاردیگر اسرتفاده    تأثیر یری برای اندازه

وابستگی فضایی در یرک متغیرر اقتصرادی میران منراقر جغرافیرایی از        شود میخطای فضایی فرض 

در این مدل تخمین برایب برا اسرتفاده از روش حرداقل    . شود مییر اثرات سرری  فضایی ایجاد قر

برای        نمایی درستحداوثرقورمعمول از روشاست و به 1غیربهینه       مربعات معمولی

وابسرتگی یرک متغیرر     شرود  مری در مدل خودر رسیون فضایی فرض . شود میاین موبوع استفاده 

                                                           
1. Spatial Dependence 

2. Pesaran, Holly and Yamagata 

3. Common Factor 

4. Inefficiency 
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. شرود  میمستقیم متغیرهای نواحی بر همدیگر ایجاد  تأثیردر میان مناقر جغرافیایی توسط  اقتصادی

برای تخمرین   است و 4دست آمده از روش حداقل مربعات در این مدل ناساز ارهمچنین تخمین به

هرر دوی ایرن    در. شرود  مری اسرتفاده         نمایی درست حداوثربرایب به قور معمول از روش

این موبوع عرلاوه برر اشرتباه در تخمرین     ، عوامل عا  مشترک نادیده  رفته شده است أثیرت ها مدل

 . پردازیمبه تفضیل به آنها می 1-5 در بخش آورد وهوجود میمشلالات مختلفی را به، برایب

ی ایرران قری   هرا  اسرتان در این مقاله برای اولین بار وجود وابستگی فضایی در رشرد اقتصرادی   

و حرداوثر         اثرات عا  مشترک همبسته های روش با استفاده ترویب 4933-4931ی ها سال

بسیاری از متغیرهای عا  مشترک .  یرد است آزمون و مورد بررسی قرار می       نمایی درست

انرد و بررای در نظرر  ررفتن نقرش آنهرا بایرد از متغیرهرای          یرری و غیر قابل اندازه غیرقابل مشاهده

به این منظور از بردار میانگین سراده متغیرهرای توبریحی و وابسرته در بعرد      . فاده ونیمپرووسی است

از ایرن متغیرهرا در بعرد منراقر جغرافیرایی      . شود میواحدهای جغرافیایی برای این موبوع استفاده 

و به عنوان متغیر توبیحی جدیردی در سرمت راسرت     شود میمیانگین ساده  رفته   برای هر دوره 

 . شود میوارد معادله 

5 رر اثررات عرا  مشرترک همبسرته       ایدۀ اساسی تخمین، این روش
 ارائره شرده در پسرران       

ی ها مدلاست وه در آن نشان داد در صورت وجود عوامل عا  مشترک در عبارت خطای ( 5442)

تخمین روش حداقل مربعات معمرولی برا وارد نمرودن ایرن متغیرهرای پرووسری       ( غیرفضایی) ساده

ی اقتصادسنجی فضایی استفاده از روش حرداقل مربعرات   ها مدلاما در تخمین .  ار خواهد بودساز

. دلیل وجود عبارات فضایی موجب ناساز اری و غیربهینگی تخمین برایب خواهد بود معمولی به

در این مقاله از میانگین ساده متغیرهای توبیحی و وابسته به عنوان متغیرهای پرووسی عوامرل عرا    

 بررای تخمرین مردل از روش حرداوثر    ( 5442) ونیم اما بر خلاف روش پسرران رک استفاده میمشت

 .  ونیماستفاده می نمایی درست

                                                           
1. Inconsistent 

2. Common correlated effects 
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به  9-5ی مختلف اقتصادسنجی فضایی و در بخش ها مدلمقاله به بررسی  5-5و  4-5در بخش

در . زیمپرردا  یرنرد مری  هرایی وره ایرن عوامرل را در نظرر مری       توبی  عوامل عا  مشرترک و روش 

 2-5در بخرش . ونیممشلالات ناشی از در نظر نگرفتن عوامل عا  مشترک را بررسی می 1-5بخش

 ترأثیر  9در بخرش  . ونیم و به بررسی ادبیات آن می پردازیمج ئیات روش مورد استفاده را ارائه می

ده و  یرری ورر  ی وشور بر یلادیگر را به عنوان یک مطالعه مروردی انردازه  ها استانرشد اقتصادی 

 . ونیمنتای  آن را بررسی می

 هاادبیات و روش. 0

ی خطای فضایی و خودر رسیون فضایی وره بره   ها مدلهای وی  ی 5-5و 4-5های در بخش

 . ونیمشوند را بررسی میقور  سترده در ادبیات اقتصادسنجی فضایی استفاده می

 مدل خطای فضایی. 0-1

شوند عوامرل متعرددی وجرود دارنرد وره      رفته میوقتی متغیرهای خارج از یک مدل در نظر  

در بسریاری از مروارد ایرن متغیرهرا غیرقابرل مشراهده یرا        .  کار باشرند تأثیرند بر متغیر هدف توان می

به قور مثال مملان است برخی از آنها از عوامل فرهنگی و اجتماعی و ،  یری هستندغیرقابل اندازه

زل و ) ت بگیرند و موجب وابستگی فضایی شوندنشأ.. .ایط آب و هوایی وبرخی دیگر از تشابه شر

 . 4( 5449شال ی 

وابستگی فضایی ایجاده شده از قریر این متغیرها را با استفاده  توان می، خطای فضاییدر مدل 

ایرن نقرش   . قائرل شرد   5سازی ورد و از ایرن قریرر بررای آنهرا نقرش م احمری       از عبارت خطا مدل

ظر نگرفتن اثرات فضایی مملان است مشرلالاتی همچرون نرابهینگی    م احمی بدان معناست وه در ن

را بره  ) مانند حداقل مربعرات معمرولی  ( سنجیهای معمول اقتصادآمده از روش دست بههای تخمین

برای تخمین استفاده        نمایی درست های حداوثردنبال داشته باشند و به همین دلیل از روش

                                                           
1. Lall and Shalizi  

2. Nuisance Spatial Dependence 
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های ناشی از این متغیرها وه به قور مسرتقیم در  ین حالت تنها شوکدر ا. 4( 4311انسلین ) شود می

فینگلرتن و برازو   ) ند بر متغیر وابسرته منراقر دیگرر اثرر بگکارنرد     توان می اند همدل در نظر نگرفته شد

 :شود میاین مدل به شلال زیر نمایش داده . 5( 5442
              
               

 (4)  

پارامتری است وه شدت وابستگی فضرایی میران واحردهای       عبارت خطای مدل و     وه در آن 

   . ونداز یک فرآیند نوفه سفید پیروی می    همچنین در این مدل . دهدمورد بررسی را نشان می

های این ماتریس نحوه ارتبراط منراقر جغرافیرایی را    مؤلفه. است  ا  ماتریس اوزان فضایی  سطر 

، های این ماتریس در نظرر  رفرت  مؤلفهبرای تعیین  توان میمعیارهای مختلفی را . ونندمیمشخص 

 همسرایه    و  در صرورتیلاه دو منطقره  ، همسرایگی منراقر جغرافیرای باشرد    ، برای مثال ا رر معیرار  

، خواهد بود       این صورتو در غیر    ا  ماتریس  تون ا  و س  سطر  مؤلفه)      باشند

، معیار دیگر فاصله بین مناقر جغرافیایی است. شود میماتریس همسایگی  فته   در این حالت به 

 برای مثال:

{

              

    
 

   
         

            

 (5)  

معیراری بررای     ونرد و  را مشرخص مری     و  فاصله میان دو منطقره جغرافیرایی       وه در آن 

 . زیاد است نسبتاًصرف نظر وردن ازاثرات میان دو منطقه با فاصله 

 مدل خودرگرسیون فضایی. 0-0

در یرک   9ار رک تأثیردر این مدل اثرات فضایی به عنوان عراملی  ، برخلاف مدل خطای فضایی

وه با معیارهای فضایی توبی  داده شده در ) اقتصادی مناقر دیگر و متغیرهای شود میمنطقه دیده 

                                                           
1. Anselin 

2. Fingleton and Bazo 

3. Substantive Spatial Dependence 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 q

je
rp

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
28

 ]
 

                             5 / 24

http://qjerp.ir/article-1-2193-en.html


 8921زمستان ، 29 شماره، 92 سال های اقتصادی  ها و سیاست پژوهشنشریه علمی )فصلنامه(          45

 
بره عنروان متغیرری جدیرد در سرمت راسرت معادلره        ( شود میقسمت قبل همانند همسایگی انتخاب 

 . (5442فینگلتن و بازو ) شود میر رسیون وارد 

 :دشو میاین مدل به شلال زیر نمایش داده 

                     (3)  

پرارامتری اسرت     ونرد و عبارت خطای مدل است وه از یک فرآیند نوفه سفید پیروی می    

روش حرداقل مربعرات   . دهرد وه شدت وابستگی فضایی میان واحدهای مورد بررسی را نشران مری  

حرداوثر  از روش ( 4311) د و بره همرین دلیرل انسرلین    معمولی در این حالت ناسراز ار خواهرد برو   

 . برای تخمین این مدل استفاده ورد نمایی درست

در جدول زیر به تعدادی از مطالعاتی وه تاونون از دو مدل خطرای فضرایی و خودر رسریون    

 اند اشاره شده است:فضایی استفاده ورده

 اندتاکنون از دو مدل خطای فضایی و خودرگرسیون فضایی استفاده کرده تعدادی از مطالعاتی که. 1جدول 

 مقاله ییایجغراف مناطق یزمان دوره مدل

 (1999) آرمسترانگ اروپا 1991-1991 ییفضا یخطا

 (1999) نگلتنیف اروپا 1999-1999 ییفضا یخطا

 (1999) یمانتور و یر کایآمر 1999-1991 ییفضا یخطا

 (9111) بوهرین یغرب آلمان 1991-1991 ییفضا ونیخودرگرس

 (9111) ساکسات اروپا 1999-9111 ییفضا ونیخودرگرس

 (9112) همکاران و ایآرب ایتالیا 1991-9111 ییفضا یخطا

 (9112) یشالز و لال لیبرز 1999-1999 ییفضا یخطا و ونیخودرگرس

 (9112) همکاران و لگالو اروپا 1991-1999 ییفضا یخطا

 (9112) نگیی نیچ 1999-1999 ییفضا ونیخودرگرس

 (9111) همکاران و بازو اروپا 1999-1999 ییفضا یخطا و ونیخودرگرس

 (9119) گالو و ابرا اروپا 1999-1999 ییفضا ونیخودرگرس

 : نتای  تحقیرمأخک
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ونرد  علاوه بر وابستگی فضایی یلای دیگر از مشلالاتی وه درهنگا  تخمین برایب برروز مری  

بسیاری از متغیرهای عرا   . میان واحدهای مورد بررسی از قریر عوامل عا  مشترک است وابستگی

ات قیمت نفت و تغییرات نرخ بهره تأثیردهیم مانند نمایش می   مشترک وه از این به بعد آنها را با 

؛  5442 پسران). شود میو تلانولوژی باعث ایجاد وابستگی در می ان درآمد سرانۀ مناقر جغرافیایی 

ی میرران منرراقر جغرافیررایی مختلررف ایررن اثرررات موجررب وابسررتگ. (5444پسررران و یاما اتررا ، هررالی

د موجب اف ایش یا واهش رشد اقتصرادی  توان میبرای مثال اف ایش تغییرات قیمت نفت ، شوند می

 به همین دلیرل . شود میتمامی مناقر شود و از این قریر موجب وابستگی در رشد اقتصادی مناقر 

زز  است میان وابستگی ایجاد شده توسط این عوامل و وابستگی ناشری از اثررات فضرایی تفراوت     

ترر از آنچره واقعیرت دارد نشران داده      نقش اثرات فضایی پررنرگ  این صورتقائل شد زیرا در غیر 

برای مثال در مدل خودر رسیون فضایی در نظر نگرفتن عوامل عرا  مشرترک موجرب    . خواهد شد

علاوه بر این صرف نظر وردن از بررسی و در نظرر  ررفتن   . خواهد شد  رست در تخمین نتای  ناد

د موجب بروز مشلالات مرتبۀ اول در تخمین برایب مانند ناسراز اری و  توان میاین نوع وابستگی 

در بخرش بعرد بره اختصرار بره توبری  عوامرل عرا          . همچنین عد  بهینگی تخمین مورد نظرر شرود  

 . پردازیم یرند میه این عوامل را در نظر میهایی و مشترک و روش

 عوامل عام مشترک. 0-3

های  ونا ونی برای فرض وجرود اثررات عرا  مشرترک وجرود      در ادبیات اقتصادسنجی روش

ای بررای تخمرین بررایب در    یک فرآینرد دو مرحلره   5445در سال  4فورت  و اسمیت، وُلالی. دارد

مشترک ایجاد شرده اسرت    یان واحدها از قریر عوامل عا ی تابلوئی وه در آنها وابستگی مها مدل

در ایرن روش عبرارت خطرا بره     ، عبارت خطای یک مدل تابلوئی باشد    فرض ونید . ارائه وردند

 :شود میشلال زیر مدلسازی 

            (1)   

                                                           
1. Coakley, Fuertes, and Smith 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 q

je
rp

.ir
 o

n 
20

26
-0

5-
28

 ]
 

                             7 / 24

http://qjerp.ir/article-1-2193-en.html


 8921زمستان ، 29 شماره، 92 سال های اقتصادی  ها و سیاست پژوهشنشریه علمی )فصلنامه(          49

 
 

برردار     ر نظر  رفتره شروند و   برداری شامل اثرات عا  مشتروی است وه باید د   وه در آن 

در مرحلرۀ اول ایرن   . ونرد از یک فرآیند نوفه سرفید پیرروی مری       و  شود میبرایب عامل نامیده 

و سپس عوامل  شود میفرآیند متغیر سمت چپ مدل تابلوئی بر روی متغیرهای توبیحی ر رسیون 

های اصلی در این عامل. آینددست میاصلی از قریر ماتریس واریانس ووواریانس عبارت خطا به 

شرروند و رسرریون قرررار داده مرریبعرردی برره عنرروان متغیررر پرووسرری در معادلررۀ ر  روش در مرحلرره 

 . آیندهای جدید از پارامترها به دست می تخمین

هرایی وره در مرحلره دو  بره     هرای عامرل  مؤلفره معیاری برای تخمین تعداد  4( 5445) بای و ان جی 

نشران داد فررض اساسری بررای     ( 5441) پسرران . شروند ارائره وردنرد   وبریحی اسرتفاده مری   عنوان متغیرر ت 

از میانگین ساده متغیرهای توبریحی     ساز اری در این روش ناهمبستگی یا به قور وامل همبسته بودن 

. دسرت آمرده در مرحلره اول ناسراز ار خواهرد برود      تخمین به این صورتدر غیر ، در میان واحدها است

در ایرن مردل دو نروع    . را معرفری وررد      روش تخمین اثررات عرا  مشرترک همبسرته     ( 5442) سرانپ

 :شود میوابستگی فضایی و عامل عا  مشترک به شلال زیر از قریر عبارت خطا مدلسازی 

      
         

      ∑       
 
        (2)  

نحروه  . این روش متغیرهایی به عنوان متغیر پرووسی برای عوامل عا  مشترک استفاده شود در

متغیرهای توبریحی و وابسرته در بعرد منراقر      این صورت است وه ازساخت متغیرهای پرووسی به

و بره عنروان متغیرر توبریحی جدیردی در       شرود  میمیانگین ساده  رفته   جغرافیایی برای هر دوره 

پس از وارد نمودن این متغیرهای جدید از روش حداقل مربعات . شود میعادله وارد سمت راست م

 . شود میمعمولی برای تخمین برایب استفاده 

 

 

 

                                                           
1. Bai and Ng (2002)  
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 مشکلات ناشی از در نظر نگرفتن عوامل عام مشترک. 0-4

وه قبلا  فته شد زز  است میان وابستگی ایجاد شده توسط عوامل عا  مشرترک و   قور همان

نقرش اثررات فضرایی     ایرن صرورت  زیررا در غیرر   ، ناشی از اثرات فضایی تفاوت قائل شدوابستگی 

 یرری اشرتباه منجرر    تر از آنچه واقعیت دارد نشان داده خواهد شد و مملان است بره نتیجره   پررنگ

این عوامل وارد عبارت خطرای   شود میهمچنین در نظر نگرفتن متغیرهای عا  مشترک باعث . شود

ی فضرایی بره روش   هرا  مردل بودن عبرارات خطرا وره در تخمرین بررایب            مدل شوند و فرض

 . نادرست باشد شود میاستفاده  نمایی درستحداوثر

به روش   صرف نظروردن از این عوامل سبب خواهد شد تخمین بریب ، علاوه بر موارد باز

مقالره   در برمیمه  این موبوع. در مدل خودر رسیون فضایی ناساز ار باشد نمایی درست حداوثر

 . پردازیمدر ادامه به تشری  روش مقاله می. نشان داده شده است

 تشریح روش استفاده شده برای تخمین مدل مقاله. 0-5

ی هررا مرردلرا بررا اسررتفاده از ترویررب جررام  زیررر  مرردل، برررای تشررری  روش مررورد اسررتفاده 

  یریم:در نظر می   ترک خودر رسیون فضایی و خطای فضایی و با وارد نمودن اثرات عا  مش
                          
               (2)  

به     به مدل عبارت خطای فضایی و با قراردادن     بدیهی است این مدل با قرار دادن 

د برا متغیرهرای توبریحی    توانر  مری    حالت ولی  در. مدل خودر رسیون فضایی تبدیل خواهد شد

 . همبستگی داشته باشد

وه  فته شد در نظر نگرفتن عوامل عا  مشترک نتای  نادرست زیرادی را بره دنبرال     قور همان

در این مقاله برای اولین بار از یک مدل فضایی وه در آن برای عوامل عا  مشترک . خواهد داشت

ی هرا  اسرتان ی رشد اقتصادی ها هست برای بررسی وجود وابستگی در دادنقش در نظر  رفته شده ا

 . ونیمایران استفاده می

ند غیرقابل مشاهده باشرند بررای آنهرا از متغیرهرای پرووسری      توان میوه این متغیرها  از آنجایی 

اقر این مقاله از بردار میانگین سراده متغیرهرای توبریحی و وابسرته در بعرد منر       در. شود میاستفاده 
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   )    وه در آن ̅  جغرافیایی یعنی 

   
از ایرن متغیرهرا   ، ونریم به عنوان متغیر پرووسی استفاده می (

و بره عنروان متغیرر توبریحی      شود میمیانگین ساده  رفته   در بعد مناقر جغرافیایی برای هر دوره 

ارائره شرده در       روش ایدۀ اساسی تخمینگر این . شود میجدیدی در سمت راست معادله وارد 

دهد در صورت وجرود عوامرل عرا  مشرترک در      پسران در این مقاله نشان می. است( 5442) پسران

تخمین برایب از روش حداقل مربعات با اسرتفاده  ( غیر فضایی) ی پانل سادهها مدلعبارت خطای 

ی اقتصادسنجی فضرایی  ها مدلا در تخمین ام. از متغیرهای پرووسی معرفی شده ساز ارخواهد بود

خودر رسیون فضایی موجب  عبارت ،      در صورت استفاده از روش حداقل مربعات معمولی

 . ناساز اری تخمین برایب خواهد شد

برایلی و  . فضرایی تعمریم دادنرد   ی پویا ولری غیر ها مدلایده را به  این( 5449) پسران و دیگران

. تعمریم دادنرد   4متغیرهرای مسرتقل   ی پویا و فضایی اما بدونها مدلرا به  این روش( 5442) دیگران

از یک مدل پویا و فضایی همرراه برا متغیرهرای مسرتقل بررای بررسری       ( 5443) سیلاارلی و الهرست

استفاده وردنرد و   4133-4349ی ها سالی وشور ایتالیا قی ها استاننحوه پخش مصرف سیگار در 

مایی برای ایرن مردل   ن استفاده از روش بیشترین درست( 5441) دیگران نشان دادند قبر اثبات یو و

اسرتفاده  ( 5443) ارلی و الهرسرت در این مقاله مدل از همران مردل مقالره سریلا    . ساز ار خواهد بود

به همراه اثبرات مسرتقل    5442قابل ذور است نسخه اولیه این مقاله برای اولین بار در سال . ونیم می

اما به دلیل قوزنی فرآینرد ویررایش و برازبینی انتشرار آن بره       ،آماده  ردیدساز اری برایب مدل 

 . این اثبات در بمیمه مقاله آورده شده است. قول انجامید

 ی ایرانها استانبررسی وجود وابستگی فضایی در رشد اقتصادی . 3

گی وه  فته شد در ادبیرات اقتصادسرنجی فضرایی مطالعرات متعرددی برر روی وابسرت        قور همان

مناقر جغرافیرایی مختلرف انجرا  شرده     ... قیمت مسلان و، فضایی بین متغیرهای مختلفی مانند بیلااری

آن بر مناقر جغرافیایی دیگر به قرور  سرترده    تأثیریلای از این متغیرها رشد اقتصادی است وه . است

                                                           
1. independent variables 
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ک منطقره  این املاان وجود دارد وه عمللارد رشد اقتصادی همسایگان یر . مورد بحث قرار رفته است

یرافتگی آن منطقره را    ماند ی و توسرعه  عقب،  های ولاسیک رشد مؤلفهبه عنوان عاملی حتی مهمتر از 

از این جهت مطالعه شردت وابسرتگی فضرایی رشرد اقتصرادی در وشرورهای در حرال        . توبی  دهند

، چرین بررای مثرال در وشرور    . توسعه وه به دنبال رشد متوازن در همه نواحی هستند اهمیرت مری یابرد   

ی ساحلی و به تب  آن رشد قابرل توجره ایرن منراقر موجرب      ها استان کاری دولت مرو ی در سرمایه

ی ها استانشده است در چند سال اخیر مطالعات زیادی در زمینه بررسی وجود اثرات فضایی بین رشد 

 .  (5445 5وامبس و رنارد، ؛ بران4333 4یینگ) ی مرو ی و غربی انجا  شودها استانساحلی و 

های مختلفی در زمینه وابستگی فضایی رشد اقتصادی انجا  در ادبیات اقتصاد ایران نی  پ وهش

در تحقیقری برا عنروان    ( 4919) اوبری، برای مثال در زمینه اثرات فضایی رشد اقتصادی. شده است

 یهرا  اسرتان همگرایری درآمرد سررانه را در     "ی وشرور ها استانبررسی همگرایی درآمد سرانه بین "

به این منظور اقلاعات مربوط به درآمرد  . خودر رسیون فضایی آزمون ورده است ایران با استفاده

آوری و سپس به درآمرد سررانه واقعری    جم  4934-4914سرانه خانوار در سط  هر استان در دوره 

 هرا  استاندر این تحقیر نتیجه  رفته شده است وه در رشد اقتصادی . در هر استان تبدیل شده است

 . دار استاثرات وابستگی فضایی معنا

ی وشور در درآمد سررانه از نمرودار   ها استاندر ادامه به منظور وسب شهود بیشتر از وابستگی 

پراونرد ی وابسرتگی فضرایی را در    ، نمودار پراونرد ی مروران  . ونیم پرا ند ی موران استفاده می

   . شرود  مری رسرم     بر حسب مقادیر      در این نمودار مقادیر . دهد مناقر جغرافیایی نشان می

است وه به شلال انحراف از میرانگین     در دوره ها استانرشد درآمد سرانه  مؤلفه   برداری شامل

. شرر  داده شرد   4-5اسرت وره در بخرش      ا  ماتریس اوزان فضرایی     سطر   اند و شدهنوشته 

چهرار ناحیرۀ ایرن    . اسرت     و   وابسرتگی خطری برردار     دهنرده  نشان ی به نوعی نمودار پراوند

ایرن چهرار   . دهندۀ چهار نوع مختلف وابستگی فضایی یک ناحیره برا همسرایگان اسرت    نمودار نشان

                                                           
1. Ying 

2. Brun, Combes& Renard 
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دهندۀ مناقر جغرافیایی با رشد درآمرد  نشان   . شوند نمایش داده می   و   ،   ،    بخش با

دهندۀ ناحیه جغرافیایی نشان   . اند هسرانۀ باز است وه توسط نواحی با رشد درآمد باز احاقه شد

   و    . با رشد درآمد سرانۀ پایین است وه توسط نواحی با رشد درآمد باز احاقره شرده اسرت   

 منراقر شربیه   ازهای فضایی هستند و خوشه( منفی) دهندۀ وابستگی فضایی مثبتنشان(   و    )

در شرلال زیرر چهرار بخرش نمرودار      . سرازد از نظر رشد درآمد سرانه را مشخص می( متفاوت)

ی هرا  سالی ایران قی ها استاننمودار موران برای رشد اقتصادی  5در شلال . اند هموران نمایش داد

 . داده شده است 4931-4919

 
نمودار موران. 1شکل   

 
 ی ایران ها استانر معنادار آماره موران محلی برای رشد اقتصادی نمودار موران با مقادی. 9شکل 

 1292-1291ی ها سالطی 
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ی ایرران برا اسرتفاده از    هرا  اسرتان در ادامه این قسمت وجود وابستگی فضایی در رشداقتصادی 

ی خودر رسیون فضایی وخطای فضایی با/ بردون در نظرر  ررفتن اثررات عرا  مشرترک بره        ها مدل

ی ایران قری دوره  ها استانبه این منظور از تولید ناخالص داخلی . ونیمررسی میصورت جدا انه ب

اسرتانی  (    ) وننرده ها با استفاده از شاخص قیمت مصرفاین داده. ونیماستفاده می 4931-4933

اسرتفاده   هرا  اسرتان های سرانه از جمعیرت  های حقیقی شدند و برای تبدیل آنها به دادهتبدیل به داده

 . اندآوری شدهجم 4ها از سایت مرو آمار ایران تما  این داده. ه استشد

های تولید ناخالص داخلی در سط  استان و با توجه به ایرن موبروع   با توجه به تعداد وم داده

دوره ، های زمانی ووتاه هماننرد یرک سرال قابرل اسرتناد نیسرت      وه مفهمو  رشد اقتصادی در دوره

تقسریم و از آن در   4933-4911و  4911-4913، 4913-4931قول مساوی زمانی را به سه دوره با 

 . ایممدل تحقیر استفاده ورده

است؛ از آنجا وه در شروع دوره مرورد   ها استانتعداد ، نلاته دیگری وه باید به آن اشاره ورد

و  به سه استان تقسیم شده است 4919استان وجود داشته و سپس استان خراسان در سال  51بررسی 

ی هرا  سرال در ، از استان تهران جدا شرده اسرت   4913استان البرز در سال  وه اینهمچنین با توجه به 

ی جدید ج ئری از  ها استانبنابراین . داده تفلایلای برای آنها وجود ندارد ها استانقبل از تشلایل این 

، یجران شررقی  اسرتان مرورد بررسری عبرارت اسرت از: آذربا      51. شونداستان اولیه در نظر  رفته می

، خراسرران، چهارمحررال و بختیرراری، تهررران، بوشررهر، ایررلا ، اصررفهان، اردبیررل، آذربایجرران غربرری

، ورمانشراه ، ورمران ، وردسرتان ، قرم ، ق وین، فارس، سیستان و بلوچستان، سمنان، زنجان، خوزستان

 .  دهمدان و ی، هرم  ان، مرو ی، مازندران، لرستان،  یلان،  لستان، وهگیلویه و بویراحمد

ی خودر رسیون فضایی و خطای فضایی و برا در نظرر   ها مدلمدل زیر را با استفاده از ترویب 

  یریم:به شلال زیر در نظر می،  رفتن نقش برای اثرات عا  مشترک

                             
              (7)  

                                                           
1. www. amar. org. ir 
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و            اسرررت وررره در آن  در دوره   رشرررد اقتصرررادی اسرررتان  دهنرررده نشررران    

ا  ماتریس   سطر    و  tدر دوره ها استانشامل رشد اقتصادی        بردار   و           

عبارت خطای     . است    در دوره   لگاریتم درآمد سرانه حقیقی استان         و  همسایگی

از یک فرآیند نوفره سرفید       همچنین . وندمدل است وه از یک فرآیند خطای فضایی پیروی می

از  هرا  اسرتان وابستگی فضایی در رشد اقتصادی  دهنده نشانبه ترتیب   و   برایب . وندپیروی می

برردار    و ،       برریب    . قریر عبارت خودر رسیون فضایی و عبارت خطای فضرایی هسرتند  

 . برایب عوامل عا  مشترک است

با صفر قراردادن پارامترهای مختلف  توان میمدل در نظر  رفته شده باز یک مدل جام  است و 

 اند: ها نمایش داده شده در جدول زیر هر ودا  از این حالت. ی متعددی را به دست آوردها مدلآن 

 آیند به دست می( 9) نظر گرفته شده که با صفر قرارادادن پارامترهای مختلف مدل ی مختلف درها مدل. 9جدول 

 پارامترهای برابر صفر نام مدل

             مدل رشد سولو

         مدل عبارت خطای فضایی

         مدل خودرگرسیون فضایی

     مدل عبارت خطای فضایی همراه با اثرات مشترک

     سیون فضایی همراه با اثرات مشترکمدل خودرگر

 - مدل خودرگرسیون فضایی و عبارت خطای فضایی همراه با اثرات مشترک

 : نتای  تحقیرمأخک       

در جردول  . استفاده شده است( 5449سپتامبر ) 2 .0 .3نسخه  Rاف اراز نر  ها مدلجهت اجرای 

در سرطر پرایینی هرر تخمرین      P-Valueقرادیر  م) ی فضایی مختلف ارائه شده اسرت ها مدلزیر نتای  

دهرد  مشخص شده است نشان می 9در جدول ( 4) : مدل سولو وه با عنوان مدل( آورده شده است

. لگاریتم درآمد سرانه ابتدای دوره مطرابر برا ترروری برا علامرت منفری و معنرادار اسرت        ،  بریب 

 وه تحرت عنروان مردل    نمایی رستداجرای مدل عبارت خطای فضایی با استفاده از روش حداوثر 

 . در این مدل معنادار است،  ، دهد پارامتر عبارت خطای فضاییارائه شده است نشان می( 5)
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بدان معنری  ، عوامل عا  مشترک نباشد تأثیروه ناشی از  مثبت بودن این پارامتر البته درصورتی 

جهرت برر رشرد آن منطقره     مهای به وجود آمده در مناقر مجاور یک منطقه اثر هر است وه شوک

وه تحت  نمایی درستنتای  مدل خودر رسیون فضایی با استفاده از روش حداوثر . خواهند داشت

نیر  هماننرد   ،  ، دهد پارامتر عبارت خودر رسیون فضرایی ارائه شده است نشان می( 9) عنوان مدل

عوامل عا  مشرترک   تأثیر عبارت خطای فضایی معنادار است و مثبت بودن این پارامتر ا ر ناشی از

بدان معنی است رشرد اقتصرادی منراقر مجراور یرک منطقره جغرافیرایی بره عنروان یلاری از           ، نباشد

 . های اصلی رشد آن منطقه مطر  است مؤلفه

*ی مختلفها مدلنتایج . 2جدول 
 

 
 : نتای  تحقیرمأخک

نترای  مردل   (، 5) ضایی تحت عنوان مردل نتای  مدل عبارت خطای ف(، 4) مدل سولو تحت عنوان مدل، * در این جدول

نتای  مدل عبارت خطای فضایی بره همرراه اثررات مشرترک تحرت عنروان       (، 9) خودر رسیون فضایی تحت عنوان مدل

و نترای  مردل جرام     ( 2) نتای  مدل عبارت خودر رسیون فضایی به همراه اثرات مشترک تحت عنروان مردل  (، 1) مدل

، λ، وابسرتگی فضرایی در مردل خطرای فضرایی      دهنرده  نشران برریب  ، ρ. شرده اسرت  ارائه ( 2) تحقیر تحت عنوان مدل

برریب لگراریتم درآمرد سررانه حقیقری ابتردای        b، وابستگی فضایی در مدل خودر رسیون فضایی دهنده نشانبریب 

انگین برایب متغیرهرای میر   دهنده نشانبه ترتیب  ave. initialو  ave. growthهمچنین . عرض از مبدا است aدوره و 

 .  رشد اقتصادی و میانگین درآمد سرانه ابتدای دوره هستند

پارامتر مدل 1: سولو مدل 2: خطای فضایی مدل 3: خودرگرسیون
مدل 4: خطای فضایی 

با اثرات مشترک

مدل 5: خودرگرسیون 
با اثرات مشترک

مدل 6: ترکیب مدل 
خودرگرسیون و خطای 

فضایی با اثرات مشترک

0.11*** -0.03 0.02

1.87E-10 0.46 0.74

0.12 *** -0.04 -0.05

6.47E-12 0.18 0.24

2.52 *** 1.78*** 2.03*** -0.12 -0.10 -0.02

1.64E-05 5.20E-05 5.18E-05 0.96 0.97 0.99

-0.21 *** -0.15*** -0.17 *** -0.070 * -0.07 * -0.08*

4.02E-05 9.35E-05 1.50E-04 4.42E-02 0.04 0.03

1.00*** 1.20 *** 1.2477 ***

1.39E-05 4.54E-06 1.34E-05

0.08 0.08 0.08

0.71 0.74 0.77

*، ** ، *** به ترتیب مشخص کننده معناداری در سطوح 5، 1 و 0.1 درصد هستند.

ave .initia l 

a

b

ave .growth
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در . عوامل عا  مشرترک در نظرر  رفتره نشرده اسرت      تأثیر( 9) و( 5) یها مدلیک از  در هیچ

وه  نمایی درستاجرای مدل خطای فضایی همراه با اثرات عا  مشترک با استفاده از روش حداوثر 

بررایب   دهنرده  نشران بره ترتیرب    ave. initialو  ave. growth، مشخص شده اسرت ( 1) با عنوان مدل

دهرد  نترای  نشران مری   . متغیرهای میانگین رشد اقتصادی و میانگین درآمد سرانه ابتدای دوره هستند

 کار در تأثیردر این مدل معنادار نیستند و وابستگی فضایی عاملی ،  ، پارامتر عبارت خطای فضایی

، میانگین رشد اقتصادی از متغیرهای پرووسری اثررات عرا  مشرترک    . نیست ها استانرشد اقتصادی 

ی وشور به دلیل ها استاندهد وابستگی در میان رشد اقتصادی معنادار است و این موبوع نشان می

د ناشی از متغییرهای عامی همچون قیمرت نفرت   توان میاین موبوع . اثرات عا  مشترک بوده است

 . دارند ها نهمه استا مشتروی بر تأثیرباشد وه ... و

( 2) این نتیجه در ترویب مدل خودر رسیون همراه با اثرات عا  مشترک وره برا عنروان مردل    

خطای فضایی همراه برا اثررات   ، ی خودر رسیونها مدلوه ترویب ( 2) مشخص شده است و مدل

د عوامرل عرا  مشرترک برر رشر      ترأثیر عا  مشترک است تلارار شده است و نتای  بررسی حاوی از 

رفت در نظر نگرفتن اثررات عرا  مشرترک موجرب     وه انتظار می قور همانست و ها استاناقتصادی 

 . ی مجاور یک استان در رشد اقتصادی آن استها استان تأثیرنمایش بیش از واق  

معنادار شدن متغیرهای پرووسی به وار رفته در مدل و عرد  معنراداری پارامترهرای وابسرتگی     

و خطرای  ( 1مردل  ) خودر رسریون  یهرا  مردل وابستگی فضرایی وره از نترای     دهد فضایی نشان می

هرای رشرد   ایرن عوامرل عرا  مشرترک اسرت و داده      ترأثیر ناشری از  ، منت  شده بود( 9مدل ) فضایی

 . دهدوابستگی فضایی را نشان نمی ها استاناقتصادی مناقر ایران زاقل در سط  

بره عنروان یرک    . غنی در ادبیات رشد اقتصادی اسرت بر رشد اقتصادی مبحثی  مؤثرتعیین متغیرهای 

من فقط چهرارمیلیون ر رسریون   "ای تحت عنوان در مقاله 4333در سال  4مارتین-آی-ساز نمونه خاویر

"اجرا ورد 
متغیر مختلف را از مطالعات اقتصاددانان متخصص حوزه رشد اسرتخراج وررد و    24بیش از  5

                                                           
1. Xavier Sala-i-Martin 

2. I Just Ran Four Million Regressions 
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تعرداد فرراوان تحقیقرات در ایرن حروزه       دهنرده  نشانپرداخت وه  بر رشد مؤثربه بررسی متغیرهای واقعی 

بره  یلای از متغیرهایی وه پس از توسعه ادبیات اقتصادسنجی فضایی در مطالعرات مختلرف همرواره    . است

، رشد مناقر جغرافیایی دیگرر ، دهند ی رشد یک منطقه جغرافیایی معرفی شده استعنوان نام د توبی 

ی خودر رسریون فضرایی و   هرا  مردل بررسی این موبوع بره وسریله   . ستالخصوص همسایگان آن اعلی

شوند اثرات جرانبی و سررری    عواملی وه باعث وابستگی فضایی می. شود میعبارت خطای فضایی انجا  

وه مشراهده   قور همان. وندش میعلاوه بر عوامل مکوور عوامل عا  مشترک هم باعث همبستگی . هستند

 .  ی فضایی معنادار نبودندشد برایب مربوط به وابستگ

هرای حاومیرت مرور ی    د ناشی از علل مختلفی از جملره وجرود سیاسرتگکاری   توان میاین نتیجه 

رشرد   د باعرث همبسرتگی  توانر  مری ( و در مقابل آن تمرو زدایی) تمرو  رایی حاومیت اقتصاد. باشد

حاومیرت مرور ی   برای مثال در وشورهایی همچون ایران و چین وره  . اقتصادی نواحی مختلف شود

فرماست تصرمیماتی همچرون تعیرین نررخ سرود سرپرده برانلای اثرر مشرتروی برر رشرد             بر اقتصاد حلام

همچنین در اقتصرادهای  . شود می کارد و از این قریر باعث همبستگی آنها می ها استانهمه  اقتصادی

برر رشرد    نفرت وابسته به نفت همانند اقتصاد ایرران نوسرانات قیمتری و وراهش/اف ایش میرران فرروش       

اقلریم مشرابه و تغییررات آب و    .  رکارد مری  ترأثیر اقتصادی نواحی مختلف وشور به صرورت هم مران   

 .  را دارد ها استاناز دیگر عواملی است پتانسیل توبی  همبستگی رشد اقتصادی  هوایی نواحی وشور

 گیری نتیجه. 4

مشرترک و وابسرتگی    در این مقاله برای تفلایک وابسرتگی ایجراد شرده ناشری از عوامرل عرا       

و حرداوثر         های تخمین اثرات عا  مشرترک همبسرته  روشی را وه ترویبی از روش، فضایی

مشلالات متعرددی وره در اثرر در نظرر     ( 1-5) است ارائه وردیم و در بخش       نمایی درست

 . آید را نشان دادیم نگرفتن این متغیرها به وجود می

گین ساده متغیرهای توبیحی و وابسته در بعد مناقر جغرافیایی برای در این روش از بردار میان

میانگین ساده  رفتیم و به عنوان متغیر توبیحی جدیدی در سرمت راسرت معادلره وارد      هر دوره 
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اسرتفاده ورردیم و سراز اری بررایب      نمرایی  درسرت  برای تخمین مردل از روش حرداوثر  . وردیم

 . تخمین زده شده را نشان دادیم

-4931ی هرا  سرال ی ایران قری  ها استانوجود وابستگی فضایی در رشد اقتصادی  9ر بخش د 

د نشرانگر اهمیرت بره    توانر  مری  9ملی در نترای  بخرش   تأ. زمون و مورد بررسی قرار دادیمرا آ 4933

متغیرهای پرووسی عوامل عا  مشترک وه . س ای درنظر رفتن نقش برای اثرات عا  مشترک باشد

ی هرا  مردل انرد در  نگین رشد اقتصرادی و درآمرد سررانه ابتردای دوره سراخته شرده      به ساد ی از میا

وابسرتگی    یرری  انردازه وه بره قرور معمرول بررای     ) خودر رسیون فضایی و عبارت خطای فضایی

وارد شده و برآورد صحی  تری از وابسرتگی  ( روندفضایی در میان واحدهای جغرافیایی به وار می

 . ونندرائه میا ها استانفضایی در میان 

ورراربرد فراوانرری در ادبیررات ، ی خودر رسرریون و خطررای فضررایی برره دلیررل سرراد ی هررا مرردل

 هرا  مردل نقرص ایرن    دهنرده  نشران اقتصادسنجی فضایی دارند اما در نظر نگرفتن عوامل عا  مشترک 

د د در عین ارتقای واربرتوان میشوند استفاده از متغیرهای پرووسی وه به ساد ی ساخته می، است

 . ساد ی آنها را نی  حفظ وند ها مدلاین 

 

 منابع 

، "ای  یرری آن در مطالعرات منطقره    انردازه مفهرو  فضرا و چگرونگی    ". (4911) نعمت  ال ، اکبری

 . (59)3 ،های اقتصادی ایران فصلنامه پ وهش

 ری وشرو هرا  اسرتان بررسی همگرایی درآمد سررانه برین   ". (4919) مویدفر و رزیتا النعم ، اکبری

 . (4) 49 ،های اقتصادی پ وهش، "( فضایی اقتصادسنجییک رهیافت )

برآورد اثرات سرری  فضایی رشد اقتصرادی در برین   ". (4931) زری حمیدیداود حسن و ، حیدری
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 1 پیوس 

  ر اثبات ساز اری تخمین

های خودر رسیون فضرایی و خطرای فضرایی و برا      را با استفاده از ترویب مدلجام  زیر  مدل

  یریم:در نظر می   وارد نمودن اثرات عا  مشترک 
                          
               (1)  

  با فرض بازنویسی آن به شلال انحراف از عبرارت ثابرت   ( 1ل )نمایی مد تاب  بیشترین درست

 آید:به شلال زیر به دست می

                
  

 
          [  |   

   |    |    
   |]  

 

   
∑ [   

        
   

        ]
 
   

         [                 ] (3)   

 وه در آن 
   

            
                         

   
                         

   
                    

  (44)  

دهنرده زمران مرورد بررسری      نشران       دهنرده واحردهای جغرافیرایی و    نشان      

ماتریسی    هستند و     و     ،    های به ترتیب از مرتبه ماتریس    و    ،    باشد.  می

 است.     از مرتبه 

وه معروف بره معیرار          برای اثبات ساز اری تخمینگر ارائه شده در بخش قبل از رابطه 

 :شود میر تعریف این رابطه به شلال زی. ونیماستفاده می است 4لیبلر-وا رایی اقلاعات وولبک

  و   به ازای دو تاب  چگالی احتمال  

         [   (
       

      
)]  ∫           [

       

      
]     

 ∫          (       )   ∫          (      )   (44)  

                                                           
1. Kullback-Leibler Information Criterion 
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    استفاده شده اسرت.    تاب  چگالی است وه از آن برای تخمین   تاب  چگالی واقعی و   

    مقدار واقعی پارامتر جامعه عضو این مجموعه است.    مجموعه فشرده پارامترها و   وه در آن 

نرا  بررده شرد جهرت       و   ز توابر   است، از این پس هر اه ا  و   مجموعه متغیرهای ورودی تواب  

ونریم. وراربرد معیرار    اسرتفاده مری    ساد ی به جای نا  بردن از ترک ترک متغیرهرای ورودی آن از    

لیبلر برای محاسبه می ان اقلاعات از دست رفتره در زمرانی اسرت وره تراب  چگرالی احتمرال        -وولبک

 ه شود. همچنین همواره داریم:استفاد  باشد و به جای آن از تاب  چگالی احتمال  واقعی 

         (45)  

 . شود میشناخته  4وولمو روف -این رابطه با نا  نابرابری اقلاعاتی شانون

( وره از فرآینرد   1در مردل )     را به عنوان تاب  چگالی واقعی تولیدوننرده عبرارت خطرای      

 یرریم. تراب    را به عنوان پرارامتر واقعری در نظرر مری                     وند و نرمال پیروی می

 به شلال زیر به دست خواهد آمد:   نمایی با جایگکاری  بیشترین درست

                           ∏                 
 
      

  

 
  (    )  

 [  |      |    |      |]  
 

   
 ∑ [                ̅   ]

             [                ̅   ]
 
   

  (49)   

  یریم:است را به شلال زیر در نظر می    وه از مرتبه  ̅ بردار
 ̅    ̅   ̅     ̅     ̅  

  

رسیم وه آن را به تاب  چگالی جدیدی می   به عنوان متغیر پرووسی به جای   ̅ با جایگ ینی 

 نمایی آن به شلال زیر خواهد بود:  تاب  بیشترین درست دهیم، لگاریتمنمایش می  با 

                   ̅        ∏              ̅  
 
       

 

 
       

 

 
       

   |    |  
 

   
∑ [              ̅  ]

           [              ̅  ]
 
    (41)   

 اسررررت، بنررررابراین عبررررارت   متغیررررر پرووسرررری برررررای   ̅  5442براسرررراس پسررررران 

 همگرا خواهد شد و خواهیم داشت:                       به عبارت    ̅                 

                                                           
1. Shannon-Kolmogorov Information Inequality 
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                 ̅   

 

 
                      

 
→

 

 
                    

 

 
                       (42)   

لیبلر همگرا -همچنین براساس قانون اعداد ب رگ عبارت سمت راست در باز به معیار وولبک

 خواهد شد:
 

 
                    

 

 
                       ∑    

         

          

    
→   (           

 
   

         )    (42)   

است، ومینه ورردن    ( مستقل از 44و عبارت اول در رابطه )       وه همواره  از آنجایی

 : شینه وردن عبارت زیر نسبت به لیبلر معادل است با بی-معیار وولبک

       ∫       (      )   (43)   

است. با توجه به این موبروع                   سازی معادل است با بیشینه وردن  و این بیشینه

                  وسریله   توانرد بره   براساس قرانون اعرداد بر رگ مری                     وه 

 شود: سازی سازی به مسره زیر تبدیل میتخمین زده شود، مسرله بیشینه          

              (41)  

. این شود میبیشینه      نمایی است. بنابراین این عبارت در  وه همان مسرله بیشترین درست

 . وافی است        وع برای اثبات ساز اری تخمینگر موب

 0 پیوس 

 در صورت صرف نظر وردن از عوامل عا  مشترک:  ناساز اری بریب  
برای نشان دادن این موبوع حالتی را در نظر بگیرید وه عوامل عا  مشرترک در مردل واقعری    

نظر نگیرد. در این حالت مدل محقر بره   جامعه وجود دارند اما محقر در مدل خود سهواً آنها را در

 شلال زیر خواهد بود:

                       (43)  

 

 شوند: می    در این مدل عوامل عا  مشترک وارد عبارت خطای 

             
        (54)  
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از     ونرد   خبر از وجود عوامل عا  مشترک اسرت فررض مری    اشتباهاً چون بی و در آن محقر

  یرد: نمایی را به شلال زیر در نظر می وند و تاب  حداوثردرستپیروی می      یک فرآیند نرمال 

                
  

 
          [  |   

   |    |    
   |]  

 

   
∑ [   

       
 
   

    ]
 
   

         [             ] (54)   

با استفاده از شرایط مرتبه اول به شلال زیر به دست   داده شده، بریب   و   وه در آن برای 

 خواهد آمد:

 ̂  
(∑ [   

      
      ]

 
        

 
   )

(∑ [   ]
    

         [   ]
 
   )

⁄  (55)   

 ررر حررداقل مربعررات    معررادل تخمررین   ̂ ورره مشررخص اسررت در ایررن حالررت     قررور همرران

   ر رسیون        معمولی
      

است و با توجه به فرض وابستگی          بر روی        

 . عبارت خطا و متغیرهای توبیحی از قریر عوامل عا  مشترک این تخمین ناساز ار خواهد بود
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